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Аннотация. Актуальность и цели. Актуальная проб- 
лема оценки показателей остаточного ресурса зани-
мает главенствующее положение в теории надежно-
сти. Однако расчет ресурса по результатам принуди-
тельных испытаний на отказ невосстанавливаемых 
объектов исследован в неполной мере. Материалы  
и методы. Для невосстанавливаемых в результате 
принудительных испытаний на отказ технических 
объектов выведены непараметрические формулы рас-
чета показателей ресурса. Доказана теорема для 
оценки среднего ресурса для равномерного закона 
распределения. Показано, что полученное утвержде-
ние справедливо при оценке среднего ресурса и для 
других параметрических законов, например, что для 
экспоненциального закона распределения безотказ-
ных наработок существуют только два значения гам-
ма-процентных ресурсов, среднее арифметическое 
значение которых равно среднему ресурсу. Представ-
лена графическая интерпретация гамма-процентных 
ресурсов, статистическая (точечная) оценка гамма-

Abstract. Background. The actual problem in measuring 
residual resource takes a leading position in reliability 
theory. However, the calculation of the resource based on 
the results of the forced tests on the refusal of the unre-
coverable objects researched in not sufficiently.  Materi-
als and methods. For non-restorable by forced tests on the 
refusal of technical objects withdrawn non-parametric 
formulas for calculating resource. A theorem for estimat-
ing the average resource for equitable distribution law. It 
is shown that the resulting statement is true when evaluat-
ing the secondary resource for other parametric laws that, 
for example, for exponential distribution law of tailor-
made developments there are only two values of gamma-
interest resources the arithmetic mean is equal to the av-
erage resource. Represented by a graphical interpretation 
of gamma-interest resources, statistical (dot) evaluation 
of gamma per cent resource, as well as the lower limit of 
the trust. Conclusions. Proposed non-parametric calcula-
tion formula and resource estimates for non-restorable by 
forced endurance tests on failure of technical objects. 
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процентного ресурса, а также нижняя доверительная 
граница показателя. Выводы. Предложены непара-
метрические формулы расчета и оценок показателей 
ресурса для невосстанавливаемых в результате при-
нудительных ресурсных испытаний на отказ техниче-
ских объектов. 

 

  
Ключевые слова: вероятность безотказной работы, 
средний ресурс, гамма-процентный ресурс, принуди-
тельные испытания на отказ. 
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Постановка задачи 

Пусть γ  – заданная доля единицы ( )0 1< γ <  и ( )P t  – вероятность безотказной работы невос-
станавливаемого в результате отказа технического объекта в течение времени t . Тогда показатель 
гамма-процентный ресурс γt  определяется из уравнения [1] 

( ) = γP t  (1) 

как решение относительно времени t , ( )γ=t t . 
Помимо этого показателя также используется другой показатель – средний ресурс r, который 

рассчитывается по формуле [2] 

( )
0

.
∞

= r P t dt  (2) 

Из уравнений (1) и (2) видно, что эти показатели можно определить, если задана вероятность 
безотказной работы как функции времени t  на всей временной оси. Например, если 

( ) ( )exp ,= −λP t t  

на всей временной оси 0>t , где 0λ >  – постоянная, то эти показатели соответственно равны [3] 

ln ,γ
− γ=

λ
t  (3) 

1 .=
λ

r    (4) 

Однако в инженерных задачах вероятность безотказной работы как функция времени t , как 
правило, неизвестна. Тогда возникает задача: как рассчитать и оценить эти показатели в этом непа-
раметрическом случае? 

Решению этой задачи посвящена настоящая работа. 

Расчет среднего ресурса 
Найдем связь между показателями ресурса. Для этого докажем следующее утверждение.  
Теорема. Для среднего ресурса r  справедлива следующая формула: 

( )
1

1
0

1 ,
2 γ −γ= + γr t t d  (5) 

где γt  и 1−γt  – гамма-процентные ресурсы при уровнях соответственно γ  и 1− γ , ( )0 1< γ < . 
Доказательство. Используя формулы (2) и (1), имеем 

0

1

.γ= γr dt  
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Отсюда интегрируя по частям, получим 
00

1
1

.γ γ= γ − γr t t d  

Так как проинтегрированная часть равна нулю, то, поменяв местами пределы интегрирования, 
имеем 

1

0

.γ= γr t d       (6) 

Далее, сделав замену переменных в интеграле (6), получим 
0

1
1

.−γ= − γr t d  

Откуда, поменяв местами пределы интегрирования, имеем 
1

1
0

.−γ= γr t d  (7) 

Сложив формулы (6) и (7), получим 

( )
1

1
0

2 .γ −γ= + γr t t d  

Далее, разделив обе части на 2, найдем искомую формулу (5), что доказывает теорему. 
Например, для равномерно распределенного ресурса на отрезке времени l  имеем [4] 

( ) ( )1 , 0 ,= − < <tP t t l
l

 

откуда, используя определение (1), получим гамма-процентные ресурсы, равные 

( ) 11 , .γ −γ= − γ = γt l t l  (8) 

Подставляя полученные выражения (8) в формулу (5), найдем средний ресурс ,r  равный  

.
2

= lr  (9) 

Точно так же можно найти средний ресурс для других параметрических законов [5–20]. 
Формула (9) имеет физическую интерпретацию, а именно: центр тяжести однородного стерж-

ня длиной l  лежит в середине этого стержня. 
Из теоремы вытекает следующее утверждение. 
Следствие. Существует, по крайней мере, два значения гамма-процентных ресурсов 

0γt  и 
01−γt , 

среднее арифметическое значение которых равно среднему ресурсу, т.е. 

0 01 .
2

γ −γ+
=

t t
r  (10) 

Найдем эти значения гамма-процентных ресурсов для известных законов безотказных наработок. 
Рассмотрим вначале экспоненциальный закон распределения ресурса. Согласно (10) с учетом 

формул (3) и (4) имеем 

( )0 0ln ln 11 ,
2

− γ − − γ
=

λ λ
 

откуда получим 
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( )( )0 0ln 1 2,γ − γ = −  

или, упрощая, найдем 
2 2

0 0 0.−γ − γ + =e  

Решая полученное квадратное уравнение, имеем следующие корни: 
( ) ( )1 2

0 00,84; 0,16.γ = γ =  

Следовательно, только два значения гамма-процентных ресурсов 0,84t  и 0,16t  удовлетворяют 
формуле (10). 

Это означает, что для экспоненциального закона распределения безотказных наработок суще-
ствуют только два значения гамма-процентных ресурсов 0,84t  и 0,16t , среднее арифметическое значе-
ние которых равно среднему ресурсу. 

Рассмотрим теперь равномерный закон распределения ресурса на временном отрезке l . 
Согласно формуле (10) с учетом формул (8) и (9) имеем 

( )1
.

2 2
− γ + γ

=
l ll  

Видно, что это равенство справедливо при любом значении γ , ( )0 1< γ < . Следовательно, для 
равномерного закона распределения ресурса существует бесконечное множество значений гамма-
процентных ресурсов, удовлетворяющих условию (10). 

Графическая интерпретация гамма-процентных ресурсов  
Построим график функции γt  в зависимости от значений, принимаемых переменной γ , 

( )0 1< γ < . 
Так как согласно (1) 

( ) ,γ = γP t  

то 

( )' 1.γ
γ =

γ
dt

P t
d

 

Откуда находим 

( )
1 .
'

γ

γ

=
γ

dt
d P t

 (11) 

Поскольку функция ( )P t  монотонно убывает, то правая часть (11) отрицательна. Значит, 
функция ,tγ  как функция переменной ,γ  так же монотонно убывает. 

Взяв вторую производную от соотношения (11), найдем 

( )
( )( )

2

22

''
.

'
γγ γ

γ

−
= ⋅

γ γ
P td t dt

d dP t
 

Так как  

( )'' 0,γ ≥P t  

то с учетом (11) получим 
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2

2 0.γ ≥
γ

d t
d

 

Следовательно, функция γt  выпукла вниз и ось ординат 0γ =  является вертикальной асимпто-
той. Примерный график этой функции изображен на рис. 1 для всех законов распределения ресурса, 
за исключением равномерного. 

Заметим, что равномерный закон распределения ресурса является исключением из общего 
правила, поскольку согласно (8) графиком функции γt  служит отрезок прямой. Примерный график 
этой функции для этого закона изображен на рис. 2. 

 

 

Рис. 1. Общий график функции tγ  Рис. 2. График функции tγ  для равномерного закона 
распределения ресурса 

 
В заключение отметим, что площадь под кривой γt  согласно (6) равна среднему ресурсу. Это 

наглядно демонстрирует треугольник на рис. 2, площадь которого равна 2l . 

Статистическая (точечная) оценка гамма-процентного ресурса 
Пусть R  – объем выборки однотипных невосстанавливаемых объектов для проведения ре-

сурсных испытаний. И пусть испытания проводят до появления, например, второго отказавшего 
объекта. Такие испытания называют принудительными [20]. Для определенности положим, что 2z  – 
наработка до отказа этого объекта, где 2 1>z z ; здесь 1z  – безотказная наработка первого отказавше-
го объекта. Тогда докажем следующую формулу для расчета статистической (точечной) оценки 
гамма-процентного ресурса: 

( )1 1 2 1 ,γ = + α −t z z z  (12) 

здесь значение γ  должно удовлетворять условию 

 ( )  ( )2 1 ,≤ γ <P z P z  (13) 

где 

( )1 1 1;α = − γ −R  (14) 

 ( )1
11 ,= −P z
R

  ( )2
21= −P z
R

 – (15) 
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статистические (точечные) оценки вероятности безотказной работы объекта в течение времени 1z   
и 2z  соответственно. 

Для доказательства воспользуемся рис. 3, где сплошной линией изображен график функции 
( )P t , а на оси абсцисс – истинное значение показателя γt , его точечная (статистическая) оценка γ

t ; 

1z  – наработка до отказа первого отказавшего объекта; 2z  – наработка до отказа второго объекта. 
На отрезке времени ( )1 2,z z  вероятность безотказной работы объекта ( )P t  аппроксимируется отрез-

ком прямой оценочной вероятности безотказной работы  ( )P t . При этом  

( )  ( ) ( )  ( )1 1 2 2, .= =P z P z P z P z  
 

 
Рис. 3. Статистическая (точечная) оценка показателя γt  

 
На рис. 3 видно, что треугольник ABC  подобен треугольнику .DEC  Следовательно, соответ-

ствующие катеты прямоугольных треугольников пропорциональны, т.е.  

.=DE DC
AB AC

 (16) 

Так как  

1,γ= −DE t z  

2 1,= −AB z z  

 ( )1 ,= − γDC P z  

 ( )  ( )1 2 ,= −AC P z P z  

то согласно формуле (16) имеем 
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 ( )
 ( )  ( )

11

2 1 1 2

.γ − γ− =
− −

 P zt z
z z P z P z

 

Правая часть полученного соотношения согласно выражению (15) равна выражению (14). 
Следовательно, получим 

1
1

2 1

,γ − = α
−

t z
z z

 

откуда найдем  

( )1 1 2 1 ,γ − = α −t z z z  

что доказывает формула (12). 
Заметим, что коэффициент (14) удовлетворяет условию 

10 1.< α ≤  (17) 

В самом деле, используя уравнение (13), получим 

 ( )( ) ( )  ( )( )1 21 1 1 ,− < − γ ≤ −R P z R R P z  

откуда согласно формуле (15) найдем 

( )0 1 1 1,< − γ − ≤R  

что доказывает формула (17). 
Пример. Десять однотипных объектов поставлены на принудительные ресурсные испытания до 

обнаружения двух отказавших объектов. Пусть 1,z  2z  – наработки до отказа первого и второго отка-

завших объектов соответственно. Рассчитать статистическую (точечную) оценку показателя 0,85
t .  

Решение. Согласно условиям примера имеем 10=R , 0,85.γ =  Так как уровень 0,85γ =  удо-
влетворяет условию (13), где 

 ( )1
11 0,9;

10
= − =P z   ( )2

21 0,8,
10

= − =P z  

то по формуле (14) находим 

( )1 10 1 0,85 1 0,5.α = − − =  

Следовательно, искомая оценка согласно формуле (12) будет равна 

( ) ( )0,85 1 2 1 1 20,5 0,5 .= + − = +t z z z z z  

Возникает вопрос: достижима ли оценка (12)? Другими словами, существует ли такой пример, 
когда фактическое значение показателя совпадает с расчетной оценкой? 

Покажем, что такой пример, демонстрирующий достижимость оценки (12), существует. 
Пусть в этом примере объем выборки R  равен 5 и 0,6γ = . Очевидно, что в этом случае фак-

тическое значение показателя согласно его определению равно 

0,6 2 ,=t z  (18) 

так как 

( )2
21 0,6,
5

= − =P z  

где 2z  – наработка до отказа второго отказавшего объекта.  
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Поскольку уровень 0,6γ =  удовлетворяет условию (13), где  ( )1
11 0,8
5

= − =P z , 

 ( )2
21 0,6
5

= − =P z , то по формуле (14) имеем 

( )1 5 1 0,6 1 1.α = − − =  

Тогда расчетное значение статистической (точечной) оценки согласно формуле (12) равно 

( )0,6 1 2 1 2 ,= + − =t z z z z  

что совпадает с фактическим значением (18). Следовательно, оценка (12) достижима. 
Заметим, что если принудительные ресурсные испытания провести для выборки объектов 

объемом R  до появления первого отказавшего объекта, то можно доказать, что статистической 
оценкой гамма-процентного ресурса служит величина 

0 1.γ = αt z  (19) 

Здесь значение γ  должно удовлетворять условию 

 ( )1 1,≤ γ <P z  (20) 

где 

( )0 1 .α = − γR  (21) 

Используя формулу (20) в (21), найдем 

00 1.< α ≤  

Очевидно, что принудительные ресурсные испытания можно проводить до количества появ-
ления отказавших объектов в количестве 1+i , где 0,1,2... 1= −i R . В этом случае можно доказать 
следующую формулу для расчета статистической (точечной) оценки гамма-процентного ресурса: 

( )1 ,γ += + α −
i i i it z z z  (22) 

где 

( )1 ,α = − γ −i R i  (23) 

при этом значение γ  должно удовлетворять условию 

 ( ) ( )1 ,+ ≤ γ <i iP z P z  (24) 

где 

 ( )  ( )1
11 ; 1+

+= − = −i i
i iP z P z
R R

 – (25) 

точечные оценки вероятности безотказной работы объекта в течение времени iz  и 1+iz  соответ-
ственно. 

Легко заметить, что при 0=i  из уравнения (22) получим формулу (19), где 0 0=z ; а при 1=i  
формулу (12). Другими словами, формула (22) обобщает ранее доказанные формулы (19) и (12) для 
любого целого числа 0,1,2.... 1= −i R , где 1+<i iz z  – наработки до отказа в результате принудитель-
ных испытаний однотипных объектов, объем выборки которых равен R . 

Покажем, что коэффициент (23) удовлетворяет соотношению  

( )0 1, 0,1, 2, ..., 1 .< α ≤ = −i i R  (26) 

В самом деле, используя оценку (24) и формулы (25) в (23), найдем (26). 
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Нижняя доверительная граница показателя γt  

Из формулы (12) вытекает следующая оценка: 

1γ ≥t z  (27) 

для значений γ , удовлетворяющих условию (13). Степень доверия к оценке (27) будет крайне низка, 
если объем выборки R  мал. Поэтому увеличим объем выборки R  до такого уровня, чтобы степень 
доверия к оценке (27) увеличилась. 

Другими словами, определим доверительную вероятность, значение которой будет опреде-
ляться объемом выборки R . Для этой цели установим следующую формулу: 

( )1 1 ,γ ≥ = − γR
rP t z  (28) 

правая часть которой будет определять объем выборки при заданной доверительной вероятности 3P , т.е. 

 31 .− γ =R P       (29) 

Из формулы (29) видно, что при больших значениях объемов выборки R  доверительная веро-
ятность 3P  стремится к единице и, следовательно, степень доверия к нижней доверительной грани-
це, равной 1z , повышается. 

Например, при 
0,8γ = ; 5=R  

доверительная вероятность согласно формуле (29) равна 
5

3 1 0,8 0,67.= − =P  

Если же объем выборки увеличить в два раза, то согласно формуле (29) найдем 
10

3 1 0,8 0,89.= − =P  

Докажем формулу (28). Для этого воспользуемся следующей формулой из теории порядковых 
статистик [4]: 

( )
( )

( )

1
1

0
1

1

0

1
,

1

−γ
−−

γ
−−

−
≥ =

−





R mm

r m
R mm

x x dx
P t z

x x dx
 

где mz  – безотказная наработка отказавшего m-го объекта из выборки однотипных объектов объе-
мом R .  

Полагая в этой формуле 1=m , получим 

( )
( )

( )

1
1

0
1 1

1

0

1
.

1

−γ
−

γ
−

−
≥ =

−





R

r
R

x dx
P t z

x dx
 (30) 

Так как 

( ) ( )
1

1

0

11 1 ,
−γ

−− = − γ
R Rx dx

R
 

( )
1

1

0

11 ,−− =
Rx dx

R
 

то согласно формуле (30) найдем искомую формулу (28). 
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Заключение 
Таким образом, для невосстанавливаемых в результате принудительных ресурсных испытаний 

на отказ технических объектов выведены непараметрические формулы расчета и оценок показате-
лей ресурса. 
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